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宏观经济最优控
竺

制的反馈原理

匡 永 祝
杯

` 才

提 要

本文在
_

L e

o nt if e
、

动态投入产出理论基

础上
,

提出了经济政策控制变量
,

从而建立

了宏观经济系统的线性控制模型
。

利用现代

控制方法确定了经济系统在二次性能准则下

最优控制的反馈讽节规律
,

并给出了在此规

律下宏观经济的最小损耗
。 「 .

一
、

投入产出的数学模型

1
.

静态投入产出
「 、

卜

:
-

.

静态投入产出的数字模型可表述为

Y = 〔I 一 A 〕X ( 1 )

其中
· `

卜

x 二
x(

1 ,

翔
,

…
, x n

) 少 一 ,

y 于 ( y
, ,

y 2, … ; y户丁 : i ;

T 表示转置运算
。

I是单位矩阵
,

即
:

除主对

角线元素为 1外
,

其余元素均为零
、 ;

· 「

产出系数矩阵九二 i(a )j 反映了该地区各部门

经济相互依赖关系护 经济的拓扑结构
,

、

并称

为经济结构矩阵
、

一 、 一 ’
;

-

一 现在
,
我们来看一着方老 l( )的经济意

义
,

将 ( 1 )式玫写成数量形式
:

卜 了 n 、

川 艺

y
; = x i 一

E
a挤 j i( 司

, 2 ,

,’’ ,

动
,~ 1

卿
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a n ·

)

, 一

七 xi 一
习 xij (由 ( 2 )式 )

` 「
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一
、

片工
·

上式右方第丫项表示第 金部门的总产出量
,

竿二项卯求和表示包括满足自身需票和所有

井稗 j 部
_

门的产品生产的需要
,

这些数量叫

做中间傅用
。

因此上式左方表示第 i部门的总

产岑量睁满足自身和所有其他部门生产需要
的中卿使用外提供给国家

·

出 口 、

消费等最

释需求
·

:
_
`

多 动奔投入产出
动态投入产出是指产出量 不 依 赖 于 时

间 )
,

即今
一 x i

(t)
,

.

产出量 x 、
()t 随时间 t 变

代而变化
,

也就是产晶的变动速度
父;

()t -

dx
l

禅
` 许 “

·

动奔投入产出的数字模
一

型 可描
一

溥为
丁2 」 : 一

ia
」

称为投入产出系数
:

=iaj 音
’̀ ,

, = ` ,
2

,

一 动
!

卯’
、
`

x J

表示某地区第 j部门的 总 产 出 量
, ix J

表

示该地区第 i 部门的产品投入到 第 j部 门所

消耗的数量
。

因此
,

ia
」

表示第 j部 门 每 单

位产出所消耗第 i 部门的投入量
。

所以投入

x ;
( t ) 全它 a

; J x 』
一

( t ) +

全
b

j、 j ( t ) + y
;
( t )

( i = 1
,

2
,

…
, n ) ( 3 )

写成向量矩阵形式
:

X ( t ) = A X ( * ) + B X ( t )
一

卜y ( t ) (3
,
)

显然 父 ( t ) = 0 ,

( i = 1
,

2
,

…
, n )

,

( 3 )式化为



之1 )式丈I
`

一 A歹 X (t )= y (t )
,

这时珍为
)

邻摧平
衡

。

的
,

l黔涤悬黔:)
边对 女 ;

工部尹华
,

于门
占又

取偏导数
先
得

、

万百丁
=
叭

、

i(, j 二 1, 扮
, 、

一

妙

此式中玩
`

表示了第 J部阿荃部开土时 ;

门生产速度提高“ 单位必须待有第手部
,

的存储量
,

系数玩称为资部门的货物扩的
本系数

,

矩树扫
* 又城)猫拯了该地区经济

品资

的资本结构
。

,

`立 、 : 经济系统的撞翻模垫飞

1
.

控制模型的建笠
`

扣
` 一

介
` ;

设某地区
n
个部门总的供给量为 孰 )t

,

h
i
( t ) =

y
i
( t )

S ( t )
( i = 1 , 2

,

…
, n ) ( 5 )

表示对第 i 部门每提供单位供给量所要求的

最终需求
,

h
i
(t ) = 0 表示第 i 部 门没有提供

最终需求
,

即 y i

长) 二 .0
·

将 (5 )改写成向量矩阵形式
:

Y ( )t 子 H (份 S ( t )

其中 H ( t ) = ( h
工
( t )

,

h
Z
( t )

,
二 : ,

h
。

( t ) ) T ,

则

动查投入产出模黔
3

瞰写成
卜

.

X ( t ) 二 A X ( t ) + B X ( t ) + H ( t ) S ( t ) ( 6 )

用 d
;
(。 表示对第 i 部门产品的需求量

,

w
:

表示对该种产品的实际供给
(

比
一

例
,

实 际

供给量为 戮 S (t)
,

设供求误 差 为
e ;

()t
,

则
_

ie ( t ) 一 d ; ( t ) 一 w ;
S心t ) 汤7 )

写成向量矩阵形式
e

()t
二
d( 。 一 w s 中 “ (7 ,)

其中
e ( t ) = ( e ,

( t )
, e :

( t )
, … , e 。

(* ) ) T ,

d ( t ) = ( cl
;
( t )

,

d
:
( t )

, … ,

d
。

( t ) ) T ,

戈s
( t ) = f i i e i ( t ) + e i* u , ( t ) ( i = 1

,

2
, … , n )

(8)
用向量矩阵表示

,

郎为

沦 ( t ) = F e ( t ) + C u ( t ) ( 8
,
)

该式的经济意义是明显的
,

当 u ;
()t = 。 ,

即

对该产品生产不加控制时
,

供求矛盾决定了

产品生产速度 ,
一

当 e `
(t ) = 。 时

,

即供销平衡

时可 生产速度主要是由技术水平和政策措施

决定州其中 ifx 秘甸 是
`

权 衡件本矛盾和控制

作甩的
。

即当供求成为主要矛盾时
,

几> c ;。

反之也是一样
。 L ·

,

一
1 `

.

(6 )
、 `

、

幼 “ 妇
「

式就是我似所要求的动

态经济系统的控制模型
。

_
,

认一

2
.

控制模型标准化

现在
,

我们将大面建立的控制模型 ( 6)
、

(7) (8) 式经过数学处理化为二个标准的控制

系统模型
。

_ 」 -

由 ( 6) 式
「

_

珍(t ) S ( )t 二 〔 I 一 A 〕X (t ) 一 BX ()t (9 )

上式两边左乘以 H T
()t

,

再除以 H T H (略去

t )
,

得

S ( t ) =
H T

H TH
{亡I 一 A 〕x ( t ) 一 B x ( t ) }

户

一

( 1 0 )

由 ( 7 ) 和 ( 1 0 )式

e ( t ) = d ( t ) 一 W邵~

H TH
{ I 一 A〕X (t )

一 B x( )}t
代 ( 1 1 ) 式入 ( 8

,
)式

,

得

( 1 1 )

X ( t ) 二 F d ( t ) 一
F W H T

H T H
〔 I 一 A 〕 X ( t )

FW H TB 粉
, . 、

~

一 ~ 于万 不弓下产—
~ ` 、

,

气t 少

以
二

n

+ C u `孚)

w 二 :

( w
: , w ; ,

…
,

w
。

) T O 即是

(7 )式或 (7
`
)

「

式反映了产品的供求矛盾
。

用 u ;

江)表示对第三部门产品所施加的技

术 以及政策等措施控制变量
。

由 子拼求 矛
盾

,

技术水平及政策措施等是生产的动力
,

因此可以提出经济系统的动态行为方程 s1[

〔
, - FW H T

B

H T H
X ( t )

FW H
T

H
T

H

…
`

以 ` A J X ( )t 十 C以 )t +
列 ( )t

一

( 12 )

为此
,

我们定义下列各量
:

一

令

“
一

万 “
气
一

扭
1 一



L一

〔
` - 等鲜

平娜时

) 最小 , 所以 ( 18) 式表示在保持供求

丈 = 一 L

FW H TB

H T H

FW H T

H T H

婿个娜哪
最小

。

某中矩阵 Q
、

丑 = L C

百 = L F

(l 2) 式可写为

〕
一 ’

{
〔; 一 * 〕

、

}
<1 3 )

}
}

_一

」

“ 的元
却鲤是杯

衡误差与消耗的: :
一

六
_

耸济群最优控制何题的表述

在满足经济系统运动规律 ( 14 )
、

(l 5) 的

X ( t ) = 兀X ( t ) +
乳 (毛) + 百d ( t ) ( 14 )

其甲矩阵尤
、

百
、

`

吞
`

是 时向 t 的连续函 数护

也可 以是定常矩阵
。 :

一

我们称方栓组 (1 4) 为经

济系统状态方程
,

几

x ()t 是经济状 态向量
,

·

。 ( t )称为经济政策控制向量
,

( x ( t )私 u( :)t 的

分量格应于经济学中内生变量和外生变量 )
。

设 ( 14) 式的初始条件为
L l l `

「
r

一

几
.

一

x (0t ) = X口
卜! ( 1 5)

称为经济的初始状态
。

一 「

三
、

最优控制原搜

.] 经济系统的最优化准则
,

我们假设对 n
个部门产品 的 需 求 d( t)

二 ( d
,
( )t

,

d 。 ( t )
,

…
,

d a ( t ) ) T
是预知的

,

而实

际产出 X (t ) = x(
,

(t ), x Z
( D

,

…
, x 二

仕)) T
,

我

们要求找一个经济控制策略 u( )t = (u
;
(t )

,

u :
(t )

,
·

,’ , u 。

(t ) ) T ,

使经济系统的 实 际 产 出

X (t ) 在确定时间间隔〔t 。 ,

t : 〕内尽量接近预知

的需求 d( t)
。

为此
,

定义误差向量

E ( t ) = X ( t ) 一 d ( t ) ; ( 1 6 )

取二次性能指标为最优化准则
,

即

条件下
,

求 出经济系统的最优控制 (调节 )规

律 u( )t
,

使经济系统在时间〔ot, t f〕内由初始

律态 琴
一

针分转移到所翠求的状 态 X f(t )时
`

尽

可熊渗到供求平衡而又使整个簿制过程中的

消耗最小
, 即(邓 )式取极小值

。

·

衣 , !

郧经挤莽制规律的确定
我们现在求在准则 ( 18 )下

,

满足 (1 4) 和

(1 5) 的系统的晕伽调节规律 u( 坟
。

由n 0 H T

P只 F H H 极大值原理 〔妇构造饰m ilt
o n 函数

一

H 、
冬fll

X彻 一 d ( t ) }I
“ 十

llu
`t
)j]

“

1

+ 入T 〔入X ( t ) + 百u ( t )

其中
_

入
、

二从 )t 孙为协态向量
,

函数
。 一 `

+ 百d ( t ) 〕

( 1 9 )

是 待 定向量

(1 9) 式关于 u ,

入
、 x 求偏导数

由
_

.

黑
、 R、 干叭

= o

a U

u 苦
( t ) =

’

一 R
“ 1 ( t ) 百T ( t )久( t )

卜合I:;
〔E

’

r “ , Q “ , E `”

+ u T ( t ) R ( t ) u ( t )〕 d t ( 1 7 )

·

饮〔卜
()t

一 `

叫};
(。

: }1
· ( t ,

{{;
(, )

〕
` t “ 8 ,

又省

、 二

普 “ X + uB +

dD
’ `

、
一器

二 一 Q二 一

。 。

(2 0 )

(2 1 )

(2 2 )

选取
u
使 J达极小的控制就是最优策略

。

假

定矩阵 Q半正定对称
,

R 正定对称
,

通常可

选取 Q
、

R 为对角阵
。

( 1 8) 式中各项经济意义如下
:

积分的第一项表示在整个时间〔t 。 ,

ft 〕内

使误差最小
,

即实际产出 X (t )尽可 能 接近

所要求的需求 d( )t ; 积分的第二项表示在整

个时间〔0t ,

ftj 内的控制消 耗 (如能量
、

资金

其端点条件分别为

X ( t
。
) 二 X

。
( 2 3 )

入( t r) = 0 ( 2 4 )

设 ( 22 ) 式的解为

入 ( t ) = P ( t ) X (公 + g ( t ) ( 2 5 )

将上式两边对 t 微分
,

代 (2 5) 式入 ( 20 )
,

再

将其结某代入 ( 2 5) 的微分式经

二 P X 十
`

P X 十禽



=〔 P
,
+ P又一 P豆R

一 1百T P〕X

+ P Dd 一 P BR
一 `

矛 g平彭 丈26 )

将 ( 2 5) 式代入 ( 2 2 )式得到
、

入 = 〔 一 Q 一 天P 〕X 一 入T g + Q d ( 2 7 )

比较 ( 26 )式 与 (2 7) 式
,

得

户
= 一 l

〕
入 一叉T P + P后R

一 ,豆T P 一 Q ( 2 8 )

么= 一 〔入 T 一 P户R
一 ’
万T〕g 一 p百一 Q〕 d ( 2 9 )

`

(2 8) 中 P 因 Q 是对称矩阵也是对称 矩 阵
,

即 P 二 P T ,

称方程 ( 2 5 )为矩阵 R i e 。 a t i 方程
。

q 满足向量微分方程 ( 2 9 )
,

( 2 8 ) 和 ( 2 9 )式 的

端点条伟 比较 (2 4 ) 和 ( 25 ) 式得到
,

分别为
·

P ( t户二 O ( 3 0 )
,

、 ·

g (t f) 二 0
,

( 3 1 )

上述方程组将 由电子计算机求数值解
。

将求

得解代入
,

( 25 )式后
,

再代入 ( 2 0 )式
,

得最优

控制律
一 `

。 `
(t 卜

二
一 R

一 ,
(t )矛 (t ) 〔P (t ) x ()t

+ g ( t ) ] ( 3 2 )

再将 ( 32 )式代入 ( 2 1) 式
,

得经济运动的最优

轨线

X ( t ) 二 〔A 一 M ( t ) P ( t ) 〕X ( t )

+ 百d ( t ) 一 M ( t ) g ( t ) (3 3 )

其中

衡
,

其中 K ( )t 各元素的大小表示 对各部门

的调节强度 , 第 二 部 分 一 R
一 ’

( t )万T ( t ) g ( t )

由对各部门的预知需求 d (t ) 决 定
,

由 ( 29 )

式和 ( 3 ” 式确定 g (t )的解
,

J

表示按 需 求调

节
。

这两种反馈调节才能既保证在整个时间

内 〔ct ,

ft 〕俱隶平衡又使总的控制消耗最小
。

4
.

最优控制作用下的最小损耗

由前面的结果
,

我们可以计算在反馈调

下的最优损耗
,

我们有下述定理
:

、
定理 2 动态经济系维 ( 1 4) 和 l( 5) 在反

馈调节 (3 5) 作用下最优损耗为

_ : _ T _ 1 v T , ` 、 D , 二 、 v , 二 、

m i n J 一言X
`
( ,

。
) p ( ,

。
) X (`

。
)

+ g T ( t
。
) X ( t

o
) + 甲 ( t

。
) ( 3 7 )

其中 甲 (t 0) 由微分方程

由 ( t ) =

冬〔; T o R了 ; 一 d T Q d〕
` 一 一

一 扩 D d

甲 ( t f ) = 0

确定
。

证明 : 考虑一般的二次型函数

( 3 8 )

为书写简单
,

导数
:

音
X · P x + g T x + 、

略去时间变量 t
,

上 式对 t 求

M ( t )
二

综上所述
,

定理 1

豆R
’
一 ’

( t ) BT
( 3 4 )

我们得到下列定理
:

动态经济系统 ( 1 4) 和 ( 1 5 ) 在准

制韶
·

xP
+

。
+ 甲

〕

则 ( 18 )下最优控制 (调节 )规律是由 (3 2) 式给

出的负反馈
:

一

砂 ()t
二 一 K ()t x ()t

一
`

扮
,

()t 矛 ()t g
」

()t
」

( 3 5 )

其 中
卜

K ( t ) 二:

R
一 ,

丫t ) 月
T
( t ) p ( t )

、

( 3 6 )

称为经济状态反馈控制器
。

在反馈腔制 ( 3 5)

作用下
,

经济系统的最优轨线由 ( 3 4 )
、

( 3 5)

式表达
。 _ ` ,

` _
-

(3 5) 式的经济意义
: :

」

经济系统的反馈控

制律由两部分组成
:

第一部分是经济状态的
线性礴

`
,

取 t众叭
.

即根据该地 区
’

各部

门的实际产出实行负反馈调节以保证供求平

=

冬℃x T P x + x 二

卜x + x T P x )

乙

+ 梦X 十 g T X + 命 ( 3 9 )

将 ( 2 1) 的X, ( 28 )的 尸和 ( 29 )的 含代入 ( 3 9)

式右边
,

经简化
,

`

配成完全平方式
,

得到

叔韶
T

xP
+

。
+

司
二

鲁{ 〔。 + R
一 ,。 T ( P x + : ) 〕 T R

石

〔任 十 R
一 1

百 (P X 十 g ) 〕 一 (X 一 d) r

~
, 、 二 , 、 、

1 , 一

姗 L人 一 d ) 卜一 万犷 U
J

找 U

乙

一

莽
丁

砍可。

+

如吻
d + g , d

十币



上式两边从 t。

到 tf积分得

小
T” X·

。
· 、

叱
于

谈

.

甲
.

(t) 二Q

则最优损耗为

{(
。 + R

一 `
矿 P (十 X翰丫 R]u

「

十 R
一 `
豆 (P又+ g ) 〕 “

一 ( X二 d)
T

Q (关一 办 }d t

mi nJ =
1

m lm万
X一 d } 乡+ ! l tt’ l以〕d t

ù

f
ù尸. to

上L卜L

!
ó

1
、 , ,

, 、

一
、 , 二 , 、

=
万

一

入
`

L t 。 ) r 又t 。
) 人 ` t “ )

工 f
2 J
犯 u T R t[ +

「

名宁B R百了g

+ g T ( t
。
) X (t

。
) + 甲( t

。
)

一d T Q d〕d ` +
1

{
定稗证毕

` 〔g T

乃d + 中〕d 上

将 ( 3 0 ) 和 ( 3 1 ) 的端点条件 P ( t 、) = o护g
「

( t f ) =

0 代入上式移项
,

整理化为
-

1 厂
,: _ : 、 二 , 1. 。 ` , , . 。 _

.
_

1
, , 甲

言)
t

:
〔 1I X 一 “ !l丢
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